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Abstract
A graph G(V,E) has a H-covering if every edge in E belongs to a sub-
graph of G isomorphic to H. An (a, d)-H-antimagic total covering is a total
labeling λ from V (G) ∪ E(G) onto the integers {1, 2, 3, ..., |V (G) ∪ E(G)|}
with the property that, for every subgraph A of G isomorphic to H the∑
A =
∑
v∈V (A) λ(v) +
∑
e∈E(A) λ(e) forms an arithmetic sequence. A
graph that admits such a labeling is called an (a, d)-H-antimagic total cov-
ering. In addition, if {λ(v)}v∈V = {1, ..., |V |}, then the graph is called
H-super antimagic graph. In this paper we study the existence of super
(a,d)-H-Antimagic total covering of Semi Windmill graph
Key Words : Super H-antimagic total covering, Semi Windmill.
Pendahuluan
Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sedla´cˇek (1963) sebagai perumu-
san ide bujur sangkar magic. Pelabelan graf merupakan suatu pemetaan satu-
satu yang memetakkan himpunan dari elemen-elemen graf ke himpunan bilangan
bulat positif, elemen-elemen graf itu sendiri meliputi himpunan titik, himpunan
sisi, himpunan titik dan sisi.Pelabelan titik pada graf adalah pelabelan dengan
daerah asalnya berupa himpunan titik yang memenuhi sifat tertentu. Pelabelan
sisi pada Graf adalah pelabelan dengan daerah asalnya berupa himpunan yang
memenuhi sifat tertentu. Sedangkan pelabelan total pada graf adalah pelabelan
dengan daerah asalnya berupa himpunan titik dan sisi yang memenuhi sifat ter-
tentu.
Pelabelan suatu graf dikatakan antimagic jika sisinya dapat dilabeli dengan
bilangan bulat positif dan jumlah label sisi yang terkait pada setiap titik berbeda
dan membentuk barisan aritmatika dengan a sebagai suku pertama dan d sebagai
nilai bedanya. Pelabelan antimagic adalah pengembangan dari pelabelan magic
yang dilakukan oleh Hartsfield dan Ringel (1990). Mereka mendefinisikan bahwa
suatu graf G yang memiliki verteks sebanyak vG = |V | = |V (G)| dan edge
sebanyak eG = |E| = |E(G)| disebut antimagic jika masing-masing edge dilabeli
dengan {1, 2, . . . , eG} sehingga bobot verteksnya saling berbeda pairwise distinct,
dengan sebuah bobot verteks dari verteks v.
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Pada tahun 2009, Inayah dkk. mengembangkan suatu pelabelan super
(a, d)-H antimagic total covering dengan penjelasan bahwa suatu pelabelan se-
limut (a, d) − H-antimagic pada graf G adalah sebuah fungsi bijektif sehingga
terdapat barisan aritmatika {a, a+d, a+2d+, . . . ,+a+(t−1)d}. Pelabelan super
(a, d)-H antimagic total covering merupakan fungsi bijektif karena label selimut-
nya selalu berbeda dan berurutan. Pelabelan super adalah pelabelan titik dan
sisi dimana bobot label titik lebih kecil dari label sisinya. Dapat disimpulkan
bahwa pelabelan antimagic mempunyai bobot sisi yang berbeda dan membentuk
barisan aritmatika dengan a sebagai suku pertama dan d sebagai nilai bedanya.
Sedangkan pelabelan super adalah pelabelan titik dan sisi dimana label titik
kurang dari label sisi (|V (G)| < |E(G)|).
Lemma yang Digunakan
Lemma terkait batas atas dari Covering
Lemma 1 [3] Jika sebuah graf G memiliki pelabelan super (a, d)-H-antimagic
total selimut maka batas atas d adalah d ≤ (vG−vH)vH+(eG−eH)eH
s−1 , untuk s = |Hi|,
|V (G)| = vG, |E(G)| = eG, |V (H)| = vH , dan |E(H)| = eH .
Bukti. Misalkan graf G mempunyai pelabelan (a, d)-H-antimagic covering den-
gan fungsi total f(total) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., v+e} maka himpunan bobot sisinya
adalah {a, a+ d, a+ 2d, . . . , a(s − 1)d} dimana a merupakan bobot sisi terkecil
yang dapat ditulis {1 + 2 + . . . + vH + (vG + 1) + (vG + 2) + . . .+ (vG + eH)}.
Sedangkan pada sisi yang lain, nilai maksimum yang mungkin dari sisi terbe-
sar adalah {vG+ vG− 1+ vG− 2+ ...+(vG− (vH − 1))+ (vG+ eG)+ (vG+ eG−
1) + (vG + eG − 2) + ...+ (vG + eG − (eH − 1))}.
Untuk nilai terkecil berlaku:
1 + 2 + · · · + vH + (vG + 1) + (vG + 2) + ...+ (vG + eH) ≤ a
vH
2 (1 + vH)+ eHvG +
eH
2 (1 + eH) ≤ a
vH
2 +
v2
H
2 + eHvG +
eH
2 +
e2
H
2 ≤ a
a + (s − 1)d ≤ vG + vG − 1 + vG − 2 +...+ (vG − (vH − 1)) + (vG + eG) +
(vG + eG − 1)+ (vG + eG − 2) +. . . + (vG + eG − (eH − 1)).
= vHvG -
vH−1
2 (1+ (vH − 1)) + eHvG + eHvG -
eH−1
2 (1+ (eH − 1)).
= vHvG -
vH−1
2 (vH) + eHvG + eHvG -
eH−1
2 (eH).
Untuk nilai terbesar berlaku:
(s− 1)d ≤ vHvG -
vH−1
2 (vH) + eHvG + eHvG -
eH−1
2 (eH) - a
≤ vHvG -
vH−1
2 (vH) + eHvG + eHvG -
eH−1
2 (eH) - (
vH
2 +
v2
H
2 + eHvG
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+ eH2 +
e2
H
2 )
≤ vHvG -
v2
H
2 +
vH
2 + eHvG -
e2
H
2 +
eH
2 - (
vH
2 +
v2
H
2 +
eH
2 +
e2
H
2 )
≤ vHvG + eHvG - v
2
H - e
2
H
≤ vHvG - v
2
H + eHvG - e
2
H
≤ (vG − vH)pH + (eG − eH)qH
d ≤ (vG−vH)pH+(eG−eH)qH(s−1) .
Dari pertidaksamaan diatas terbukti bahwa batas atas d ≤ (vG−vH)vH+(eG−eH)eH
s−1
jika graf G memiliki pelabelan super (a, d)-H-antimagic total selimut dari berba-
gai famili graf. 2
Hasil Penelitian dan Pembahasan
Pada bagian ini, menjelaskan hasil penelitian mengenai super (a, d)−H-antimagic
covering pada graf semi Windmill dengan hasil akhir berupa teorema untuk super
(a, d) − H-antimagic covering pada graf semi Windmill. Penelitian ini diawali
dengan menentukan nilai batas atas (d), label HAVC ( H Antimagic V ertex
Covering) atau pelabelan titik(a, d)-selimut antimagic pada graf semi Windmill
Wn konektif.
3 Teorema 1 Graf semi Windmill Wn memiliki super (22n + 20, 1)-(C3) + e-
antimagic total covering untuk n ≥ 1.
Bukti. Labeli titik graf semi Windmill Wn dengan fungsi α1 yang definisikan
sebagai berikut:
α1(A) = 1,
α1(xi) = 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n,
α1(y2i−1) = 2i+ 1,untuk 1 ≤ i ≤ n,
α1(y2i) = i+ 9,untuk 1 ≤ i ≤ n,
Pelabelan titik α1 tersebut merupakan sebuah fungsi bijektif α1 : V (Wn) →
{1, 2, . . . , 3n + 1}. Jika wα1 merupakan bobot selimut dari graf semi Windmill
Wn, maka wα1 = f(A) + f(xi) + f(y2i−1) + f(y2i). Dengan mudah dapat ditu-
runkan bahwa :
wα1 = 5i+ 11, untuk 1 ≤ i ≤ n
Kemudian labeli sisi graf semi Windmill Wn dengan fungsi α1 yang definisikan
sebagai berikut:
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α1(Axi) = 4n− i+ 2, untuk1 ≤ i ≤ n
α1(xiy2i−1) = 5n− i+ 2, untuk1 ≤ i ≤ n
α1(xiy2i) = 6n− i+ 2, untuk1 ≤ i ≤ n
α1(y2i−1y2i) = 7n− i+ 2, untuk1 ≤ i ≤ n
Dengan mudah dapat dilihat bahwa pelabelan sisi α1 tersebut merupakan sebuah
fungsi bijektif α1 : E(Wn) → {3n + 2, 3n + 3, . . . , 7n + 1}. Terakhir, misal
Wα1 merupakan bobot total selimut dari graf semi Windmill Wn, maka Wα1 =
wα1 + α1(Axi) + α1(xiy2i−1) + α1(xiy2i) + α1(y2i−1y2i). Dengan mudah dapat
diturunkan bahwa :
Wα1 = wα1 + α1(Axi) + α1(xiy2i−1) + α1(xiy2i) + α1(y2i−1y2i)
= 5i+ 11 + 4n− i+ 2 + 5n− i+ 2 + 6n− i+ 2 + 7n− i+ 2
= 22n+ i+ 19, 1 ≤ i ≤ n
Berdasarkan bobot selimut total ini dengan mudah dapat diuraikan, untuk i pada
interval 1 ≤ i ≤ n didapat himpunan Wα1 = {22n+20, 22n+21, . . . , 23n+19}.
Kebenaran Un = 23n+19 dapat diturunkan dari Un = a+(n−1)b = 22n+20+
(n − 1)1 = 23n + 19. Sehingga terbukti bahwa graf semi Windmill Wn untuk
n ≥ 1, memiliki pelabelan super (22n+20, 1)-(C3 + e)-antimagic total selimut.2
3 Teorema 2 Graf semi Windmill Wn memiliki super super (23n+13, 3)-(C3+
e)-antimagic total covering untuk n ≥ 1.
Bukti. Labeli titik graf semi Windmill Wn dengan fungsi α2 yang definisikan
sebagai berikut:
α2(A) = 1,
α2(xi) = 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n,
α2(y2i−1) = 2i+ 1,untuk 1 ≤ i ≤ n,
α2(y2i) = i+ 9,untuk 1 ≤ i ≤ n,
Pelabelan titik α2 tersebut merupakan sebuah fungsi bijektif α2 : V (Wn) →
{1, 2, . . . , 3n + 1}. Jika wα2 merupakan bobot selimut dari graf semi Windmill
Wn, maka wα2 = f(A) + f(xi) + f(y2i−1) + f(y2i). Dengan mudah dapat ditu-
runkan bahwa :
wα2 = 5i+ 11, untuk 1 ≤ i ≤ n
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Kemudian labeli sisi graf semi Windmill Wn dengan fungsi α2 yang definisikan
sebagai berikut:
α2(Axi) = 3n+ i+ 1, untuk1 ≤ i ≤ n
α2(xiy2i−1) = 9n− 2i− 6, untuk1 ≤ i ≤ n
α2(xiy2i) = 4n+ i+ 1, untuk1 ≤ i ≤ n
α2(y2i−1y2i) = 7n− 2i+ 3, untuk1 ≤ i ≤ n
Dengan mudah dapat dilihat bahwa pelabelan sisi α2 tersebut merupakan sebuah
fungsi bijektif α2 : E(Wn) → {3n + 2, 3n + 3, . . . , 7n + 1}. Terakhir, misal
Wα2 merupakan bobot total selimut dari graf semi Windmill Wn, maka Wα2 =
wα2 + α2(Axi) + α2(xiy2i−1) + α2(xiy2i) + α2(y2i−1y2i). Dengan mudah dapat
diturunkan bahwa :
Wα2 = wα2 + α2(Axi) + α2(xiy2i−1) + α2(xiy2i) + α2(y2i−1y2i)
= 5i+ 11 + 3n+ i+ 1 + 9n− 2i− 6 + 4n+ i+ 1 + 7n− 2i+ 3
= 23n + 3i+ 10, 1 ≤ i ≤ n
Berdasarkan bobot selimut total ini dengan mudah dapat diuraikan, untuk i pada
interval 1 ≤ i ≤ n didapat himpunan Wα2 = {23n+13, 23n+16, . . . , 26n+10}.
Kebenaran Un = 23n+19 dapat diturunkan dari Un = a+(n−1)b = 23n+13+
(n − 1)3 = 23n + 19. Sehingga terbukti bahwa graf semi Windmill Wn untuk
n ≥ 1, memiliki pelabelan super (23n+13, 3)-(C3 + e)-antimagic total selimut.2
3 Teorema 3 Graf semi Windmill Wn memiliki super (25n + 17, 5)-(C3 + e)-
antimagic total covering untuk n ≥ 1.
Bukti. Labeli titik graf semi Windmill Wn dengan fungsi α3 yang definisikan
sebagai berikut:
α3(A) = 1,
α3(xi) = 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n,
α3(y2i−1) = 2i+ 1,untuk 1 ≤ i ≤ n,
α3(y2i) = i+ 9,untuk 1 ≤ i ≤ n,
Pelabelan titik α3 tersebut merupakan sebuah fungsi bijektif α3 : V (Wn) →
{1, 2, . . . , 3n + 1}. Jika wα3 merupakan bobot selimut dari graf semi Windmill
Wn, maka wα3 = f(A) + f(xi) + f(y2i−1) + f(y2i). Dengan mudah dapat ditu-
runkan bahwa :
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wα3 = 5i+ 11, untuk 1 ≤ i ≤ n
Kemudian labeli sisi graf semi Windmill Wn dengan fungsi α3 yang definisikan
sebagai berikut:
α3(Axi) = 4n− i+ 2, untuk1 ≤ i ≤ n
α3(xiy2i−1) = 6n− 3i+ 7, untuk1 ≤ i ≤ n
α3(xiy2i) = 12n− 3i− 18, untuk1 ≤ i ≤ n
α3(y2i−1y2i) = 3n− 3i+ 20, untuk1 ≤ i ≤ n
Dengan mudah dapat dilihat bahwa pelabelan sisi α3 tersebut merupakan sebuah
fungsi bijektif α3 : E(Wn) → {3n + 2, 3n + 3, . . . , 7n + 1}. Terakhir, misal
Wα3 merupakan bobot total selimut dari graf semi Windmill Wn, maka Wα3 =
wα3 + α3(Axi) + α3(xiy2i−1) + α3(xiy2i) + α3(y2i−1y2i). Dengan mudah dapat
diturunkan bahwa :
Wα3 = wα3 + α3(Axi) + α3(xiy2i−1) + α3(xiy2i) + α3(y2i−1y2i)
= 5i+ 11 + 4n− i+ 2 + 6n − 3i+ 7 + 12n − 3i− 18 + 3n − 3i+ 20
= 25n − 5i+ 22, 1 ≤ i ≤ n
Berdasarkan bobot selimut total ini dengan mudah dapat diuraikan, untuk i pada
interval 1 ≤ i ≤ n didapat himpunan Wα3 = {25n+17, 25n+12, . . . , 30n+12}.
Kebenaran Un = 30n+12 dapat diturunkan dari Un = a+(n−1)b = 25n+17+
(n − 1)5 = 30n + 12. Sehingga terbukti bahwa graf semi Windmill Wn untuk
n ≥ 1, memiliki pelabelan super (25n+17, 5)-(C3 + e)-antimagic total selimut.2
3 Teorema 4 Graf semi Windmill Wn memiliki super (18n + 27, 7)-(C3 + e)-
antimagic total covering untuk n ≥ 1.
Bukti. Labeli titik graf semi Windmill Wn dengan fungsi α4 yang definisikan
sebagai berikut:
α4(A) = 1,
α4(xi) = i+ 1, untuk 1 ≤ i ≤ n,
α4(y2i−1) = i+ 5,untuk 1 ≤ i ≤ n,
α4(y2i) = i+ 9,untuk 1 ≤ i ≤ n,
Pelabelan titik α4 tersebut merupakan sebuah fungsi bijektif α4 : V (Wn) →
{1, 2, . . . , 3n + 1}. Jika wα4 merupakan bobot selimut dari graf semi Windmill
Wn, maka wα4 = f(A) + f(xi) + f(y2i−1) + f(y2i). Dengan mudah dapat ditu-
runkan bahwa :
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wα4 = 3i+ 16, untuk 1 ≤ i ≤ n
Kemudian labeli sisi graf semi Windmill Wn dengan fungsi α4 yang definisikan
sebagai berikut:
α4(Axi) = 3n+ i+ 1, untuk1 ≤ i ≤ n
α4(xiy2i−1) = 4n+ i+ 1, untuk1 ≤ i ≤ n
α4(xiy2i) = 5n+ i+ 1, untuk1 ≤ i ≤ n
α4(y2i−1y2i) = 6n+ i+ 1, untuk1 ≤ i ≤ n
Dengan mudah dapat dilihat bahwa pelabelan sisi α4 tersebut merupakan sebuah
fungsi bijektif α4 : E(Wn) → {3n + 2, 3n + 3, . . . , 7n + 1}. Terakhir, misal
Wα4 merupakan bobot total selimut dari graf semi Windmill Wn, maka Wα4 =
wα4 + α4(Axi) + α4(xiy2i−1) + α4(xiy2i) + α4(y2i−1y2i). Dengan mudah dapat
diturunkan bahwa :
Wα4 = wα4 + α4(Axi) + α4(xiy2i−1) + α4(xiy2i) + α4(y2i−1y2i)
= 3i+ 16 + 3n+ i+ 1 + 4n+ i+ 1 + 5n+ i+ 1 + 6n+ i+ 1
= 18n+ 7i+ 20, 1 ≤ i ≤ n
Berdasarkan bobot selimut total ini dengan mudah dapat diuraikan, untuk i pada
interval 1 ≤ i ≤ n didapat himpunan Wα4 = {18n+27, 18n+34, . . . , 25n+20}.
Kebenaran Un = 25n+20 dapat diturunkan dari Un = a+(n−1)b = 18n+27+
(n − 1)7 = 25n + 20. Sehingga terbukti bahwa graf semi Windmill Wn untuk
n ≥ 1, memiliki pelabelan super (18n+27, 7)-(C3 + e)-antimagic total selimut.2
Kesimpulan
Pada penelitian ini hasil yang didapatkan adalah fungsi bijektif dari pelabelan
total covering antimagic pada graf semi Windmill konektif sebagai berikut:
• Pelabelan total super (22n + 20, 1)-C3 + e-covering antimagic pada graf
semi Windmill Wm,n untuk n ∈≥ 1.
• Pelabelan total super (23n + 13, 3)-C3 + e-covering antimagic pada graf
semi Windmill Wm,n untuk n ∈≥ 1.
• Pelabelan total super (25n + 17, 5)-C3 + e-covering antimagic pada graf
semi Windmill Wm,n untuk n ∈≥ 1.
• Pelabelan total super (18n + 27, 7)-C3 + e-covering antimagic pada graf
semi Windmill Wm,n untuk n ∈≥ 1.
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